Körper, über denen alle algebraischen Erweiterungen der Kummer'schen Theorie genügen  by Halter-Koch, Franz
JOURNAL OF ALGEBRA 64, 391-398 (1980) 
KS-per, iiber denen alle algebraischen Erweiterungen der 
Kummer’schen Theorie geniigen 
FRANZ HALTER-KOCH 
lJniversit2it Essen-Gesamthochschule, Fachbereich 6-Mathaatik, 
Universitiitsstr. 3, 43 Essen, Germany 
Communicated by A. Friihlich 
Received April 23, 1979 
1. Sei L/K eine endlich-separable Korpererweiterung; ich sage, L/K 
gentigt der Kummer’schen Theorie, wenn es eine Untergruppe C C LX und 
ein m E N gibt, so daB gilt: 
KXC C, L = K(C), C”CK [L: K] = (Cm: Kx”). 
Enthalt K alle m-ten Einheutswurzeln, so gentigt jede abelsche Erweiterung 
vom Exponenten m der Kummerschen Theorie (“Hauptsatz der Kummer- 
therie”, vgl. [8, Kap. VIII, $81). 
Ich nenne einen Kiirper K universe11 kummersch, wenn jede endlich- 
separable Erweiterung von K der Kummer’schen Theorie gent@. Nach 
E. Becker [I, Chap. III, Theorems 13, 14; 2, Satz 31 lassen sich die reellen uni- 
verse11 kummerschen Kijrper wie folgt kennzeichnen: 
SATZ 1. Sei K ein reeller K&per. Dann sind iiquivalent: 
(a) K is universe11 kummersch; 
(b) K ist erblich pytagoriiisch. 
Ziel dieser Arbeit ist eine galoistheoretische Kennzeichnung der universe11 
kummerschen K&-per im nicht-reellen Fall. Zun%chst la& sich Satz 1 wie 
folgt erglnzen: 
SATZ la. Sei K ein universe11 kummersche-r K&per mit char (K) # 2 und 
d-1 q! K; dann ist K reel1 und erblich pytagoriiisch. 
Dem Beweis schicke ich zwei Hilfssatze voraus: 
LEMMA 1. (a) Sei L/K eine endlich-separable Kiirpererweiterung und 
KC MC L ein Zwischenkiirper. Genugt dann L/K der Kummer’schen Theorie, 
so genugen such M/K und L/M der Kummer’schen Theorie. 
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(b) Ist K ein universe11 kummerscher Korper und L/K eine endlich-separable 
Kbrpererweiterung, so ist such L universe11 kummersch. 
Beweis. Klar nach [5, Lemma 71. 
LEMMA 2. Sei K ein universe11 kummerscher K&per, p eine Primzahl und 
char (K) # p. K enthalte die p-ten und im Falle p = 2 such die v&ten E&he&- 
wurxeln. Dann enthiilt K alle Einheitswurzeln von p-Potenzordnung. 
Beweis. Angenommen, K enthalte alle ps-ten, aber nicht alle ps+i-ten 
Einheitswurzeln (s > 1, im Falle p = 2 sogar s > 2); sei dann t > s, 5 tine 
primitive pZit-te Einheitswurzel und L = K(b). Da L/K der Kummer’schen 
Theorie geniigt, existiert eine Untergruppe C C LX und ein m E N mit L = K(C), 
Kx C C, Cm C K, und (CnL : Kxl”) = [L : K] = pt. Anderseits ist nach [5, 
Lemma 81 C = (KX, [), also pt 1 m und (C” : KX”) = ((KX”, 5”): Kx”) < 
ps < pt, ein Widerspruch. Q.E.D. 
Beweis van Sate la. Nach Lemma l(b) erfiillt mit K such jede endlich- 
separable Erweiterung K’ von K mit 1/T $ K’ die Voraussetzung des Satzes; 
daher geniigt es, K als pythagoriisch nachzuweisen (wegen dq 4 K ist dann 
K such reell) und dafiir ist nach [9, Kap. IX, Theorem 1 l] zu zeigen: 
K besitzt keine zyklische Erweiterung 4. Grades. 
Ich fiihre den Beweis durch Widerspruch und nehme an, K, sei eine zyklische 
Erweiterung 4. Grades von K, und K1 sei der iiber K quadratische Teilkijrper 
von K, . Nach Voraussetzung existiert dann eine Untergruppe C C K,X und 
ein m E FY mit KX C C, K, = K(C), Cm C K, und (C” : Kx”) = 4. Wegen 
d/-1 $ K,\K, und K, = K,(C) gibt es ein 01 E K,\K . K12 mit K, = K,(01l/~) 
und 01~1~ E C also 01~1~ E K. 
1st nun 1;; # K(y’T), so ist K1 = K(d’/“) mit d E K\K2, -d $ K2, und 
aus a”\2 E K, 01$ K folgt a: = ad1i2 mit a E KX ([5, Lemma 31); al/2 ist dann 
Nullstelle des tiber K irreduziblen Polynoms X4 - a2d, also zu d/-1 . &j2 
konjugiert, was den Widerspruch d-- 1 E K, liefert. 
1st K1 = K(d/--l), so enthalt K1 nach Lemma 2 alle Einheitswurzeln von 
2-Potenzordnung; wegen olmf2 E K folgt a = ac’ . (1 + 0” mit a E K, v E Z 
und Einheitswurzeln 5, 5’ von 2-Potenzordnung ([5, Lemma 41). Nun ist aber 
MKllK(ti) = a2(1 + 5)” . (1 + c-l), = [a([1/2 + c-1/2)]2” E K2, also K,/K nach 
[4, Satz l] nicht zyklisch, ein Widerspruch. Q.E.D. 
2. Fur einen Korper K sei R eine separable-algebraische Htille von 
K und GK = Gal(g/K) die absolute Galoisgruppe von K. Dann ist GK eine 
proendliche Gruppe; bezeichnet G;i die (topologische) Kommutatorgruppe 
von GK , so ist GjK = GJG;Y kanonisch isomorph zur Galoisgruppe der maxi- 
malen abelschen Erweiterung K, von K in R. Fur eine abelsche proendliche 
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Gruppe H und eine Primzahl p sei H, die p-Sylowgruppe von H, H ist 
dann direktes Produkt der H, . Ferner bezeichne PKf die Menge aller Prim- 
zahlen p mit p { char(K), f” ur welche K alle p-ten Einheitzwurzeln enthalt; 
PK- sei die Menge aller Primzahlen p mit p 7 char(K), fur welche K nicht alle 
p-ten Einheitzwurzeln enthalt. Dann gilt: 
SATZ 2. Sei K ein Korper mit char(K) = 2 oder d-1 E K. Genau dann ist 
K universe11 kummersch, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 
(1) Ist p E PK+, so enthtilt K alle Einheitswurzeln von p-Potenzordnung; 
(2) QK.9 = IfiirallepEP,-; 
(3) Gi ist abelsch, und (Gk), = 1 fiir alle p E PK+; 
(4) Ist p E Px+, o E GK , r E (G&, und us(o) E Z,X derart, daJ fiir jede 
pPotenzeinheitswurxe1 5 E K, die Bexiehung CT([) = [Ue(0j gilt, so folgt cm.+ = 
.p&) 
Bemerkung. G, ist darstellbar als Gruppenerweiterung 
I-+ Gb-+ G,-+ C!GK+ 1; 
ist Gk abelsch, so besitzt Gk eine Zerlegung 
(G;C = Gal(K/K,), und K, ist nicht reell), und Bedingung (4) besagt nun, 
daO QjjK jeden Faktor Z, von Gi in sich iiberfiihrt und auf ihm so operiert wie 
auf den p-Potenzeinheitswurzeln in K, . Bedingungen (2) und (3) haben zur 
Folge, da13 die Gruppenordnungen 1 GI, 1 und 1 (lix 1 teilerfremd sind; daher 
zerfallt die Gruppenerweiterung (siehe Lemma 3), und GK wird isomorph 
zum semidirekten Produkt aus Gk und GjK mit den durch (4) gegebenen Kommu- 
tatorrelationen. 
LEMMA 3. 1 + H + G -+” 6 + 1 sei eine exakte Sequenz proendlicher 
Gruppen, 6 sei abelsch, und j 6 1 und / H / seien teilerfremd. Dann gibt es einen 
(stetigen) Homomorphismus 0: 6 - G mit v o 0 = id6 . 
Beweis. 0. B. d. A. kann ich H C G und (li = G/H annehmen; es sei 
Z(G) die Menge der of&en Normalteiler von G; fur jedes U E Z(G) sind dann 
die Ordnungen 1 UH/U / und 1 G/UH I teilerfremd, also zerfallt nach [6, 
Kap. I, Satz 17.51 die Gruppenerweiterung 
1-tUH/U-+G/U%G/UH-1, 
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und ich bezeichne mit Q(U) die endliche Menge aller Homomorphismen 
O,:G/UH-+G/U mit OUo~,=idciU,. Fiir U,VE~(G) mit UCV 
definiere ich wU, V : J2( U) -+ Q(V) wie folgt: ist 8, E m(U), so sei w~,~(S,) = 
Oy E sZ( V), wenn das Diagramm 
G/U+ GIUH 
1 1 
G/V% G/VH 
@V 
kommutativ ist. Damit wird [52(U), w~,~] zum projektiven System, und es 
ist b, sZ( U) # 0. W&It man nun (Orr)vsz:(c) E @J, 9(U) und setzt. 
0 = @J@,: G/H -+ G, so leisted 0 das Gewiinschte, Q.E.D. 
Satz 2 wird erganzt durch den folgenden Struktursatz fiir algebraische 
Erweiterungen universe11 kummerscher Korper: 
SATZ 3. Sei K ein universe11 kummer’scher Kijrper und L/K eine endlich- 
separable Erweiterung mit [L : K] = m. Dann gibt es eine Untergruppe C C LX 
mit KX C C, L = K(C), Cm C K, und (Cm : Kx”) = (C : Kx) = m. 
1st char(K) # 2 und d-1 $ K, so ist K nach Satz l(a) reel1 und erblich 
pythagoriisch; in diesem Falle wurde Satz 3 von E. Becker bewiesen ([I, 
Chap. III, Theorem 141). 
3. Dem Beweis von Satz 2 schicke ich den folgenden Hilfssatz voraus: 
LEMMA 4. Sei L/K eine endliche galoissche Kiirpererweiterung, KC MC L 
ein Zwischenkiirper, M/Kgaloissch, L/M abelsch vom Exponenten e, G = Gal(L/K), 
H = Gal(L/M) = I&, H, (Zerlegung in p-Sylowgruppen), 65 = Gal(M/K); 
1 0 1 und r = 1 H 1 seien teilerfremd, M enthalte alle e-ten Einheitswurzeln und 
alle Einheitswurzeln von L; fur o E G und eine Pritnxahl p sei u,(u) E i&,X &art, 
daJ fur alle in M liegenden Einheitswurzeln von p-Potenzordnung [ gilt: u(4) = 
@JO). Dann sind iiquivalent: 
(a) Es gibt eine Untergruppe Cc LX und ein m EN mit L = M(C) und 
C”CK. 
(b) Fiir jede Primzahl p und alle a E G, T E H, gilt UT+ = T++(O). 
(c) Fur jeden Zwischenkijrper KC F C L mit [F : K] = r existiert eine 
Untergruppe C 5: FX mit KX c C, Cr C K und F = K(C). 
Beweis. Sei zunlcht (a) vorausgesetzt, u E G, p eine Primzahl und T E H, ; 
wegen 7 1 M = id, und L = M(C) geniigt es, 
UT(C) = TUJO) - u(c) 
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fiir alle c E C nachzuweisen. Wegen cm E K ist a(cna) = T(c”) = c*, also U(C) = & 
und T(C) = [c mit m-ten Einheitzwurzeln 8, 5 E M, und wegen r E H, ist 
5 eine p-Potenzeinheitswurzel; man berechnet nun leicht UT(C) = cU+) . 
& = +%(c). 
Gelte nun (b), sei F ein Zwischenkijrper von L/K mit [F : K] = I, und sei 
UC G die Fixgruppe von F. Da L/M abelsch ist, hat man eine Zerlegung 
L = I-J:=, Li mit zyklischen Erweiterungen L,/M vom Primzahlpotenzgrad 
pf* 1 e, und ich zeige zunachst die Existenz von ci E F mit CT? E K und 
Li = M(Q): 
Sei 7i E H mit Gal(LJM) = (TV 1 Li) und bi ELM mit L, = M(b& b$” E M 
und TV = &bi mit einer primitiven &-ten Einheitswurzel ci EM. Sei 
Hi = Gal(L/L,); dann ist Hi C H, also nach (b) Hi 4 G und L,/K galoissch. 
Fur u E G ist nun Li = uLi = M(u(bi)) und u(bi)P? E M, also u(bJ = U,(U) * 
bp(‘) mit ai E MX und 0 < Yi(u) < p;i, pi 7 ri(u). Man berechnet 
m,(b,) = [pi(“) - ai . b;‘(“) 
und 
up (a) Ti i . u(bi) = (Zi(“)‘r”(“) - ai(u) * b;i@, 
also ist notwendig ri(u) = 1 und 
u(bJ = a,(u) . bi . 
Ich setze nun 
ci = J&(bi) = $!:” . 2 
und erhalte c$’ = JY-,,(b$‘) = d’,&(b$‘) E K; wegen noou U,(U) E MX und 
p, 7 [L : F] folgt such Li = M(ci). 
Sei nun C = (Kx, cl ,..., ca> C FX; dann ist L = M(C) = M . K(C) C MF, 
also F = K(C) und CT C K, da e [ Y. 
Aus (c) folgt (a), da H in G ein Komplement U besitzt ([6, Kap. I, Satz 18.11); 
der Fixkiirper F von U liefert die gesuchte Gruppe C. Q.E.D. 
Beweis ~071 Satz 2 (1. Ted). Sei K universe11 kummersch; ich habe dam-r 
(1) bis (4) nachzuweisen. 
(1) folgt aus Lemma 2. 
(2) 1st p E PK-, so ist p # 2; ware 8,,, # 1, so hatte K eine zyklische 
Erweiterung vom Grade p, aber diese mtif3te dann von der form K(dl”) sein, 
ein Widerspruch. 
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(3) Ich zeige zuntichst, dal3 jede endlich-separable Erweiterung von 
K, abelsch ist; dann ist such Gk abelsch. Sei L/Ka eine endlich-separable 
Kiirpererweiterung, L = K,(a) und f+~ K,[X] das Minimalpolynom von 01 
iiber K, . K’ entstehe aus K durch Adjunktion der Koeffizienten von f; dann 
ist K’(ol)/K endlichseparable und L = K’(a) * K, . Nach Voraussetzung gibt 
es eine Untergruppe C C K’(or)X und ein m E lY mit K’(ar) = K(C) und Cm C K; 
dann ist aber such L = K,(C) und C* C K, , und da K, alle Einheitswurzeln 
enthalt, ist L/Ka abelsch wie behauptet. Urn nun (G& = 1 fur all p E PK+ 
nachzuweisen, habe ich zu zeigen: p E PK+, so kann L/K, nicht zyklisch vom 
Grade p sein. Angenommen, L/Ka ware zyklisch vom Grade p E PK+; dann 
existiert ein c E C mit L = K,(c) und CD E K, ; wegen cm E K folgt p [ m, 
also m = p% mit s >, 1, p I’ n, und ich setze cO = cn; dann ist L = K&co) 
und ct8 E K. Nach (1) enthalt K alle Einheitswurzeln von p-Potenzordnung, 
folglich ist K(c,,)/K abelsch, und daher ist such L = K, . K(c,) eine abelsche 
Erweiterung von K im Widerspruch zur Maximalitat von K, . 
(4) Sei U ein offener Normalteiler von G, L der Fixkiirper von U und M 
der gr6Bte iiber K abelsche Teilkiirper von L; dann sind [L : M] und [M : K] 
teilerfremd, und in [L : M] gehen nur Primzahlen p E PK- auf. Nach Voraus- 
setzung ist L/M eine abelsche Radikalerweiterung, M enthalt alle Einhets- 
wurzln von L, und der Exponent e von L/M ist prim zu 2; folglich enthalt 
M alle e-ten Einheitswurzeln, auf die Erweiterung L/K ist Lemma 4 anwendbar 
und liefert 
UTO’ E ~“g(~) mod U 
fiir all Primzahlen p, (T E G und 7 E H, ; der Durchschnitt tiber alle offenen 
Normalteiler von G ist aber {l}, und daraus folgt die Behauptung. Q.E.D. 
Beweis von Satz 2 (2. Teil) und VMZ Sate 3. Seien die Bedingungen (1) 
bis (4) erfiillt, und sei L/K eine endlichseparable Korpererweiterung mit 
[L : K] = m; dann habe ich die Behauptungen von Satz 3 fiir L/K nachzuweisen. 
Sei M der gr6Bte iiber K abelsche Teilkorper von L und [L : M] = r; sei 
L die galoissche Hiille von L in K, und entstehe LI aus L durch Adjunktion aller 
r-ten Einheitswurzeln; sei MI der gr6Dte iiber K abelsche Teilkiirper von L, , 
und sei L, der Fixkorper des offenen Normalteilers V, von G. Dann bestehen 
die kanonischen Isomorphien Gal(L,/K) s G,/U, , Gal(L,/M,) E Gk * VI/U1 
und Gal(MJK) g G,/Gj, . U, ; insbeslndere ist also &/MI abelsch, und ein 
(z E Gal(L,/K) operiert auf 7 E Gal(L,/M,), vermiige UT& = +JO) fiir alle 
Primzahlen p; daher ist jeder Zwischenkijrper von L,/M, galoissch iiber K, 
man kann L, durch L . MI ersetzen, und ich nehme daher im folgenden stets 
an, wegen L n MI = M folgt [L, : MI] = [L : M] = Y, und das ist teilerfremd 
zu [MI : K]. Nach [6, Kap. VI, Satz 1.81 1aBt sich Gal(L,/L) in eine Untergruppe 
KUMMER’SCH?? THEORIE 397 
d von Gal(L,/k’) mit j d 1 = [Ml : K] einbetten. 1st dann F der Fixkijrper 
von d, so ist [F : K] = r, MF = L und M IT F = K, und nach Lemma 4 
gibt es eine Untergruppe C C FX mit KX C C, 0’ C K und F = K(C). In r 
gehen nur Primzahlen p E PK- auf, und da K keine abelschen Erweiterungen 
vom Grade p E PK- besitzt, ist F i.iber K linear disjunkt zu allen Einhetits- 
wurzelkijrpern. Aus [5, Satz 51 folgt nun (CT : KX7) = r, und aus [7] folgt 
(C : KX) = Y. 
M/K ist eine abelsche Erweiterung, in 71 = [M : K] = m/r gehen nur Prim- 
zahlen p E PK.+ auf, fiir solche enthllt K alle Einheitswurzeln von p-Potenz- 
ordnung, und daher ist M/K eine Kummererweiterung, d.h., es gibt eine Unter- 
gruppe D C MX mit KX C D, M = K(D), Dn C K und (D” : Kx”) = 
(D : KX) = n. Setzt man nun E = CD C LX, so ist L = K(E), Em C K, und 
aus (Y, ~2) = 1 folgt 
[L : K] = [K(C) : K] . [M : K] = (C’ : Kx’) . (D” : Kx”) 
= (Cm : KXr”) . (D’” : KXTn) . (W,, n CT : W, n Kxr) 
.(W,nD”: W,.nKXn) 
= (Erqb : KxTn) . ( W, n CT : W, n Kx) . (W, n Dn : W, n Kx) 
z (E” : KXna), 
wobei Wi = {[ E KX 1 p = l}. Q.E.D. 
4. Das folgende Beispiel zeigt, da8 im nicht-reellen Fall universe11 
kummersche K6rper nicht allein durch die Struktur ihrer absoluten Galois- 
gruppe gekennzeichnet werden kijnnen. Ich konstruiere K&per Kl , K, mit 
G, = G, > so da13 Kl universe11 kummersch ist, K, aber nicht. Sei dazu 
M = Q(s) der Kijrper der 5. Einheitswurzeln iiber Q, L, = M(51j5) und 
L, = M(((l + 519/2)1/5); fiir i = 1, 2 sei Ki ein maximaler zu Li linear dis- 
junkter K6rper in einer festen algebraischen Hiille a von Q. Nach [3, Satz 4.41. 
ist in beinden Ftillen GKi darstellbar als Gruppenerweiterung 
bei der eine Erzeugende (J von E, auf einer Erzeugenden T von Z, via UTU-l = r” 
mit u E Z5x operiert; jedoch ist in einem Falle u 3 2 mod 5 und im anderen 
Falle u = 3 mod 5. GK1 und GK, sind daher isomorph, aber Kl ist universe11 
kummersch und K, nicht. 
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